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1. Bevezetés

Földünk óceánjai és tengerei sűrűségrétegzett áramlástani közegek: a
felsźıntől az aljzat felé haladva a tengerv́ız sótartalma egyre növekszik,
hőmérséklete pedig jellemzően csökken, s mindkét hatás a sűrűség növe-
kedéséhez vezet. Az sűrűséghajtotta óceáni áramlásokat jelentős mértékben
meghatározza a �(z) függőleges sűrűségprofil alakja, illetve az a sajátosság,
hogy a hőmérséklet- és a sótartalom növekedése a sűrűség ellenkező előjelű
megváltozását okozza.

A nýılt óceánon a v́ızfelsźın közelében lévő legfelső, mintegy 50-100
méteres rétegében (az ún. Ekman-féle határrétegben [1]) nagyban érvényesül
a szelek, illetve a szélnýırás által keltett felsźıni hullámok turbulens keverő
hatása, ı́gy ez a tartomány a sűrűség szempontjából homogénnek tekinthető.
Mélyebbre merülve jelentős gradienseket észlelhetünk mind a (csökkenő)
hőmérséklet mind a (növekvő) sótartalom tekintetében. Ezt a közbülső tar-
tományt

”
termoklin zónának” vagy

”
gradiens rétegnek” nevezik, s alsó határa

tipikusan az 1 km-es mélység közelében fekszik. Az ennél mélyebben húzódó
régióban, a mélyóceánban a sűrűség szinte állandónak tekinthető. Megjegy-
zendő, hogy a teljes sűrűségváltozás a �(z) profil teljes sűrűségváltozása jel-
lemzően mintegy 1%-os a teljes (néhány kilométeres) mélységben [2].

A függőleges sűrűséggradiens mértékének egy beszédes és széles körben
használatos mérőszáma az N Brunt-Väisälä–frekvencia [3], vagyis annak a
rezgőmozgásnak a körfrekvenciája, melyet egy függőlegesen kis mértékben
kitéŕıtett nyugvó folyadékelem végez a z-függő felhajtóerő hatására. N értéke
ı́gy adható meg:

N =

s
� g

�0

d�

dz
; (1)

ahol g a gravitációs gyorsulást jelöli, �0 pedig a közeg jellemző (referencia-
) sűrűsége. Megjegyzendő, hogy a v́ızbeli sókoncentráció- vagy hődiffúzió
időskálája lényegesen nagyobb az ilyen jellegű tehetetlenségi mozgásokénál
[4], vagyis feltételezhetjük, hogy a mozgó folyadékelemek mindvégig meg-
tartják sűrűségüket (Boussinesq-közeĺıtés).

A fentebb emĺıtett termoklin zónában N � 0:1 rad/s körüli értékek is
előfordulhatnak, mı́g a mélyóceánban az N � 10�4 � 10�3 rad/s körüli
Brunt-Väisälä–frekvencia-értékek tekinthetőek tipikusnak (az előbbi per-
ces, utóbbi órás nagyságrendű periódusidőnek felel meg). Vegyük észre,
hogy a mélyóceánbeli érték közel eshet az árapályra jellemző 2Ω � 10�4

rad/s értékhez. Nem véletlen, hogy a mélyóceáni áramlások függőleges osz-
cillációinak egyik legfőbb kiváltó oka éppen az árapály.

Az ilyen oszcillációk kollekt́ıv megfelelői a belső nehézségi hullámok,
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melyek az óceáni áramlások energiamérlegének számottevő részét adják:
a világóceán rendszerének összes teljeśıtménye mintegy 20 TW, melyből
nagyságrendileg 1 TW a belső hullámok keltésére ford́ıtódik [5].

A belső hullámok egyik t́ıpusa, melyet határfelületi hullámoknak (in-
terfacial waves) nevezhetünk különösen

”
éles” belső réteghatárok mentén

alakulhatnak ki, ı́gy pl. folyótorkolatok vagy gleccservájta öblök (fjordok)
közelében, ahol a beáramló édesv́ız nagyléptékű turbulens keverés nélkül
képes szétterjedni a sós tengerv́ız tetején. E különböző sűrűségű rétegek
határán belső hullámok alakulhatnak ki. Ezeknek a felfedezése a régen is-
mert holtv��z jelenségéhez köthető. Tapasztalat szerint, a fjordokba belépő
hajók hirtelen, látszólagos külső behatás nélkül lefékeződtek. Ma már érhető,
hogy a holtv́ız a hajó által keltett, sós és édesv́ız közötti határréteg hullámai
okozzák [6].

A fjordok aljzatán igen gyakran éles szirtek találhatók, melyek jellemzően
éppen a belső (sósv́ız-édesv́ız) réteghatárig nyúlnak föl. Az ilyen jellegű alj-
zati domborzatnak nagy szerepe van abban, hogy az ún. barotróp-baroklin
energiatranszfer révén (melyről részletesebben a 2.3 fejezetben fogunk szólni)
a felsźıni árapályhullámok energiája belső hullámok keltésére ford́ıtódjon [7].
A határfelületi belső hullámok amplitúdója felsźıni társaikénál akár �0=∆�-
szor nagyobb lehet (∆� az sósv́ızes és édesv́ızes rétegek sűrűségkülönbségét
jelöli). Ezek a hullámok az aljzati szirt peremén megtörve turbulens
örvényeket kelthetnek, hozzáseǵıtve a tápanyagok (vagy épp szennyezések)
elkeveredéséhez a mélységi és felsźınközeli rétegek között.

Amennyiben két aljzati szirt is található a vizsgált öbölben, ezek megfe-
lelő távolsága esetén előállhat olyan helyzet is, hogy e két akadály közelében
ébredő belső hullámok konstrukt��v interferenci�aba léphetnek egymással,
tovább növelve a réteghatár kitéréseinek amplitúdóját illetve az elkeve-
redés mértékét. A dolgozatban bemutatott ḱısérleti vizsgálataink tárgyát
éppen egy ilyen, a felsźıni (árapály, vagy tólengés-jellegű) gerjesztés frek-
venciájával rezonanciába hozható, két aljzati akadályt tartalmazó elrendezés
dinamikájának vizsgálatát tűztük ki célul.

Mindezek mellett, a dolgozat motivációjának egy része egy teljesen más
területről, az időfüggő dinamikai rendszerek elméletéből származik. A di-
namikai rendszerek alkalmazásának köre rendḱıvül sokrétű. Ezek közül, a
kĺımaváltozás okozta kih́ıvások miatt, kiemelt szerep jut a környezeti al-
kalmazásoknak [8, 9]. Kulcsfontosságúvá vált az olyan rendszerek dina-
mikájának ismerete, amelyekben valamilyen paraméter (például a külső ger-
jesztés) időben cs�uszik.

Éppen ezért, a két aljzati akadályt tartalmazó elrendezés dinamikájának
vizsgálata után egy olyan felt�etelezett szituációt is tanulmányozunk, amely-
ben a felsźın gerjesztése időfüggővé, méghozzá időben változó frekvenci�aj�uv�a
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válik. A dolgozatban is ezt a feléṕıtést követjük.
A következő, 2. fejezetben a rétegzett közegek belső hullámaira vo-

natkozó legfontosabb összefüggéseket, a 3. fejezetben pedig a ḱısérleti
összeálĺıtásunkat és vizsgálati módszereinket mutatjuk be. Az aljzati
akadályok jelenlétében (stacionárius, állandó frekvenciájú gerjesztés mellett)
kialakuló rezonanciajelenséggel kapcsolatos ḱısérleti eredményeinket a 4. fe-
jezet tartalmazza. Ezek után, az 5. fejezetben térünk rá a csúszó paraméterű
dinamikai rendszerek tárgyalására. Az 5.1. fejezetben a lineáris oszcillátor
példáján keresztül ismertetjük a csúszó rezonancia jelenségét. A 6. feje-
zetben pedig a csúsztatott frekvenciájú gerjesztésnek kitett ḱısérleti elren-
dezéssel mért eredményeinket mutatjuk be, melyet rövid összefoglalás követ
a 7. fejezetben.

2. Elméleti áttekintés

A természetesen kialakuló sűrűség-rétegzettség motiválja, a hidrodinami-
kai t�obbr�eteg}u közeĺıtést. A dolgozatban vizsgált jelenség szempontjából a
Navier-Stokes egyenleteknek olyan hullámmegoldásai érdekesek, amelyek a
két közeg határán terjednek. Bizonyos közeĺıtések feltételezésével megkap-
hatjuk ezen belső hullámok terjedési sebességét is.

2.1. Kétréteg közeĺıtés

A rétegzett folyadékot első közeĺıtésben két f�uggetlen rétegnek tekintjük [10].
Tegyük fel, hogy mind a két réteg sek�ely, azaz h1; h2 � L, amennyiben h1 és
h2 a két réteg mélysége és L a vizsgált áramlási tér horizontális mérete. Te-
kintsünk el továbbá a disszipációtól is, ekkor az Euler-egyenletet kell megol-
danunk, külön külön a két rétegben. A szokásos peremfeltételek kiegészülnek
azzal, hogy a réteghatáron a nyomásnak folytonosnak kell lennie. Keressük
tehát az alábbi egyenletek megoldásait

dv1;2

dt
= � 1

�1;2

grad p+ g; (2)

@�1;2

@t
+ div(�1;2v1;2) = 0: (3)

A rétegek átlagos mélységét jelölje H1 és H2, az ettől való eltérést pedig �1

és �2, az 1. ábra szerint. Ekkor a pillanatnyi rétegvastagságokat a következő
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k�eppen ��rhatjuk

h1 = H1 + � 1 � � 2 �es (4)

h2 = H2 + � 2: (5)

1. �abra. Bal panel: A k�etr�eteg}u folyad�ek sematikus �abr�aja. Jobb panel: a
m�elys�egt}ol f•ugg}o s}ur}us�egpro�l a k�et r�etgeben. Forr�as [10].

A s}ur}us�egk•ul•onbs�egek kicsinys�ege miatt (Bousinessq-k•ozel��t�es[10, 3]) a
kontinuit�asi egyenlet egyszer}uen a sebess�egek divergenciamentess�eg�et ��rja el}o.
A sek�elys�eg miatt pedig a hidrosztatikus k•ozel��t�es is igaz lesz, azaz dp =
� � 1;2gdz, ha z jel•oli a f•ugg}oleges koordin�at�at. Tudjuk tov�abb�a, hogy az
�araml�as z t}ol f•uggetlen lesz, ez�ert az Euler egyenleteket elegend}o azx; y
s��kban megoldani.

Az x ir�anyba terjed}o s��khull�am megold�ast felt�etelezve, annak c = !=k x

terjed�esi sebess�egre, a k•ovetkez}o,c2-ben m�asodrend}u egyenletre jutunk.
�

1 �
g0H2

c2

� �
1 �

gH1

c2

�
=

gH2

c2
(6)

c4 � c2(gH + g0H2) + gg0H1H2 = 0; (7)

ahol g0 = g� 2 � � 1
� 1

, a reduk�alt gravit�aci�os gyorsul�as. Az egyenletnek k�et meg-
old�asa van, melyek m�as-m�as m�odusait ��rj�ak le a k�etr�eteg}u folyad�ek dina-
mik�aj�anak. Az egyenlet megoldhat�o egzaktul is, azonban hamarabb jutunk
kvalitat��ven �ertelmes eredm�enyre, ha az egyik gy•ok eset�en a g'-vel ar�anyos
tagot elhanyagoljuk (g0 � g), ekkor vezet}o rendben

c1 =
p

gH: (8)

A kit�er�eseket �es a sebess�egeket kifejezve megkapjuk, hogy ebben az esetben
u1 � u2 �es � 2 = � 1H=H2. Azaz ebben a m�odusban a k�et r�eteg egy•utt
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mozog, �es a kit�er�esek a r�etegvastags�agokkal ar�anyosak. Ezt a m�odustbarotr�op
m�odusnak nevezz•uk. Ebben az esetben kv�azi egyr�eteg}u folyad�ekr�ol van sz�o.
Ekkor a v��zfelsz��nen terjed}o neh�ezs�egi hull�amok f�azissebess�ege [4]

c =
!
k

=

r
g
k

tanh(kH ); (9)

melynek k = 0 (v�egtelen hull�amhossz�u) hat�aresete �eppen c1-et adja.
Az egyenlet m�asik gy•ok�et pedig c4 elhanyagol�as�aval kapjuk, ekkor

c2 =

r

g0
H1H2

H
: (10)

Ebben az esetbenu1 � � u2 �es � 2 = � � 1gH=(g0H2). Az egyes r�etegek
ellent�etes ir�anyban mozognak, m�eghozz�a �ugy, hogy a felsz��n kit�er�ese 1=g0-
sz•or•ose a hat�arfel•uleten l�etrej•ov}o hull�amok amplit�ud�oj�anak. Az ellent�etes
el}ojel}u sebess�egek miatt ezt a m�odustbaroklin m�odusnak nevezz•uk. Ez lesz
teh�at a jellemz}o a r�etegzett folyad�ek bels}o hull�amaira, hossz�u hull�amhossz�u
k•ozel��t�esben. A r�etegek jellemz}o mozg�as�at mutatja a 2. �abra.

2. �abra. A k�etr�eteg}u folyad�ek m�odusai. A bal panelen a c2 sebess�eg}u baroklin
m�odus, a jobb panelen ac1 sebess�eg}u barotr�op m�odus l�athat�o.

A fenti levezet�es a k�etr�eteg dinamika v�egtelen hull�amhossz�u k•ozel��t�es�et
adja. �Altal�anosabb felt�etelek mellett bel�athat�o, hogy a teljes diszperzi�os
rel�aci�o (nem csak hossz�u hull�amhossz eset�en) a k•ovetkez}o alak�u [4, 11].

! = ck =

s
gk(� 2 � � 1)

� 1 coth(kH1) + � 2 coth(kH2)
: (11)

K•onnyen megmutathat�o, hogy a sebess�eg,c = !=k , kH1;2 ! 0 hat�aresetben
val�oban �eppen c2 kifejez�es�et adja.

Azonban m�eg a hossz�uhull�am k•ozel��t�es elhagy�asa sem illeszkedik teljesen a
k��s�erleti •ossze�all��t�ashoz, hiszen a r�eteg hat�ar�at val�oj�aban nem lehet v�egtelen
v�ekonynak tekinteni. Re�alisabb, ha egy h�aromr�eteg}u folyad�ekot ��runk le
(amelynek mind a h�arom r�etege tov�abbra is sek�ely folyad�eknak tekinthet}o).
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3. �abra. A h�aromr�eteg k•ozel��t�es v�azlatos rajza. A jobb panelen a felt�etelezett
s}ur}us�egpro�l l�athat�o, az els}o �es harmadik r�etegben �alland�o a s}ur}us�eg, a
k•ozt•uk l�ev}o 2. r�etegben line�arisan v�altozik.

2.2. H�aromr�eteg k•ozel��t�es

A 3. �abr�an l�athat�o m�odon, a r�etegek vastags�aga legyen h(3)
1 ; h(3)

2 �es h(3)
3 . An-

nak �erdek�eben, hogy a jel•ol�es ne keveredjen a k�etr�eteg k•ozel��t�esben haszn�alt
pillanatnyi r�etegvastags�agokkal, a fels}o index utal a h�aromr�eteg k•ozel��t�esre.
A r�etegeket fel•ulr}ol lefel�e sz�amozzuk, teh�at ebben a formalizmusban a 2. r�eteg
j�atssza a k�etr�eteg k•ozel��t�es v�egtelen v�ekony r�eteghat�ar�anak szerep�et. Az egy-
szer}us�eg kedv�e�ert tegy•uk fel, hogy az 1. �es 3. r�etegek s}ur}us�ege tov�abbra is
�alland�o, a 2. r�etegben pedig line�arisan v�altozik a s}ur}us�eg, jellemezze ezt egy

�alland�o N =
q

� g 1
� 1

d�
dz Brunt-V•ais•al•a{frekvencia, amely a k•ozegben l�etrej•ov}o

oszcill�aci�ok tipikus frekvenci�aja [3].
Ebben az esetben a diszperzi�os rel�aci�ora m�ar csak egy implicit egyenlet

��rhat�o fel [12], amelyet numerikusan megoldhatunk a keresett hull�amsz�am
eset�en,

K 2
2 � T1T2 � T1T3 � T2T3 = 0; (12)

ahol K j =
q

N 2
j =c2 � k2 �es Tj = K j cot(K j h

(3)
j ), N j pedig a j: k•ozeg Brunt-

V•ais•al•a{frekvenci�aja. Ugyan N1 = N3 = 0 eset�en K 1 �es K 2 k�epzetes, a kife-
jez�esben csak szorzatk�ent �es a kotangens f•uggv�eny argumentumak�ent szere-
pelnek, ��gy ebben az esetben is val�os! = ck frekvenci�at kapunk megold�asul.

A k•oz•olt diszperzi�os rel�aci�okat, a k•ul•onb•oz}o k•ozel��t�esek mellett sz�amolt
hull�amsebess�egek hull�amsz�am-f•ugg�es�et mutatja a 4. �abra. �Erdemes meg-
jegyezni, hogy az �altalunk vizsg�alt hull�amsz�am-tartom�anyban ( k � 15/m
hull�amsz�amokra, vagyis � � 0:25 m hull�amhosszakra) a h�aromr�eteg
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4. �abra. Diszperzi�os rel�aci�ok •osszehasonl��t�asa. A 2.1 fejezetben t�argyalt bels}o
hull�am sebess�egek a hull�amsz�am f•uggv�eny�eben. A k�ek �es fekete g•orb�ek a
k�etr�eteg k•ozel��t�esb}ol, (10) �es (11) alapj�an, a piros g•orbe pedig a h�aromr�eteg
k•ozel��t�esb}ol, (12) alapj�an sz�amolt f•uggv�enyek.

k•ozel��t�es adja a legnagyobb sebess�eget, ezt k•oveti a k�etr�eteg k•ozel��t�es nul-
la hull�amsz�am�u hat�aresete, majd a k�etr�eteg k•ozel��t�es.

2.3. Barotr�op-baroklin transzfer

A fent bemutatott barotr�op �es baroklin m�odusok k•ul•on-k•ul•on oldj�ak meg a
mozg�asegyenletet, egym�ast�ol f•uggetlen•ul. El}ofordulhat azonban, hogy va-
lamilyen (p�eld�aul) geometriai k�enyszer miatt a k�et m�odus k•olcs•onhat�asba
ker•ul. Ezt a jelens�eget barotr�op- baroklin transzfernek h��vjuk. Egy egyszer}u
elrendez�eshez k�epzelj•uk el, hogy egy hossz�u medence k•ozep�ere egy akad�alyt
helyez•unk, amely •osszem�erhet}o magass�ag�u a r�eteghat�arral. Amennyiben a
felsz��nen valamilyen k•uls}o perturb�aci�o hull�amokat kelt, (8) k•ovetkezm�enye
miatt a r�eteghat�aron is k•ozel azonos sebess�eg}u �es amplit�ud�oj�u hull�amok ke-
letkeznek, ez a barotr�op m�odus. A behelyezett akad�aly azonban az als�o r�eteg
hull�amz�as�at g�atolja, ezzel a baroklin m�odus kialakul�as�at 'k�enyszer��ti ki'. A
kialakul�o �araml�ast az 5. �abr�an bemutatott k��s�erlet szeml�elteti.

A k��s�erletben egy r�etegzett folyad�ek felsz��n�et periodikusan gerjesztj•uk,
aljzati akad�aly jelenl�et�eben. A gerjeszt�es hat�as�ara, az als�o r�eteg �araml�as�at
blokkol�o akad�aly tetej�en�el �ugyszint�en periodikus (Kelvin-Helmholtz-t��pus�u)
•orv�enyl�es alakul ki, amely a r�eteghat�aron baroklin m�odus�u hull�amokat kelt.
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5. �abra. Barotr�op-baroklin transzfer egy akad�aly jelenlt�eben. A s•ot�etk�ekre
megfestett, s�os v��z a k•uls}o gerjeszt�es hat�as�ara �atbukik az akad�aly felett. A
paneleken f�elperi�odusonk�ent l�atszik a k��s�erletr}ol k�esz•ult felv�etel.

K�et, egym�ast�ol d t�avols�agra elhelyezett akad�aly eset�en is hasonl�o visel-
ked�est tapasztalunk, de most term�eszetesenmind a k�et akad�aly k•ozel�eben.
V�arhat�o, hogy az ��gy keltett baroklin hull�amok bizonyos megfelel}o felt�etelek
mellett k�epesek olyan m�odon interfer�alni, hogy a k�et akad�aly k•oz•ott
�all�ohull�amok alakulnak ki. Ebben a helyzetben azt mondjuk, hogy a bels}o
hull�amok rezonanci�aba ker•ultek a k•uls}o gerjeszt�essel. A rezonancia kiala-
kul�as�anak felt�etele, hogy a keletkez}o bels}o hull�amok f�elhull�amhossza az
akad�alyt�avols�agnak eg�esz sz�am�u t•obbsz•or•ose legyen. Felhaszn�alva a k =
2�=� •osszef•ugg�est, �es felt�etelezve, hogy a l�etrej•ov}o baroklin hull�amok frek-
venci�aja a k•uls}o gerjeszt�es�evel azonos, (r•ogz��tett akad�alyt�avols�ag mellett) a
rezon�ans gerjeszt�esi frekvenci�ara

!
� �

d

�
(13)

ad�odik. Itt ! (k) a diszperzi�os rel�aci�o, amelyet (11)-b�ol vagy (12)-b�ol kapunk,
att�ol f•ugg}oen, hogy k�et- vagy h�aromr�eteg k•ozel��t�essel �el•unk.

3. M�odszerek

C�elunk az ismertetett, k�et akad�aly k•oz•ott l�etrej•ov}o �all�ohull�amok rezonancia-
jelens�eg�enek k��s�erleti, kvantitat��v vizsg�alata. A kor�abbi �evekben m�ar l�attunk
p�eld�at hasonl�o k��s�erleti �es numerikus eredm�enyekre [13, 14], azonban �ugy gon-
doljuk, hogy a haszn�alt �ujszer}u vizsg�alati m�odszerekkel a jelens�eg tov�abbi
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r�eszleteit is vizsg�alni tudjuk. A k��s�erletek sor�an a v��zfelsz��nt gerjesztj•uk, �es
vizsg�aljuk a gerjeszt�es hat�as�ara kialakul�o v�alasz�at. A k�et akad�aly k•oz•ott,
a k•ozeghat�aron kialakul�o �all�ohull�amok amplit�ud�oj�at az �ugynevezett backg-
round oriented schlieren (BOS)[15] m�odszerrel r•ogz��tj•uk, amely lehet}os�eget
ad arra is, hogy t•obbek k•oz•ott a k•ozeghat�ar vastags�ag�anak id}of•ugg�es�et is
megkapjuk.

El}osz•or a harmonikus gerjeszt�es hat�as�ara kialakul�o �araml�asokat
vizsg�aljuk. Az egyes k��s�erletekben, a v��zfelsz��nen el}ore meghat�arozott frek-
venci�aval kis amplit�ud�oj�u hull�amokat kelt•unk, amelyek a barotr�op-baroklin
transzferen kereszt•ul a k•ozeghat�aron jelent}osen nagyobb amplit�ud�oval kelt
hull�amokat. A vizsg�alt frekvenci�akra adott v�alaszb�ol elk�esz��tj•uk a rendszer
rezonanciag•orb�ej�et, �es a kapott eredm�enyt •osszehasonl��tjuk a 2.3 fejezetben
levezetett k�et- �es h�aromr�eteg k•ozel��t�esb}ol ad�od�o rezonanciafrekvenci�akkal.

K�es}obb pedig megvizsg�aljuk, az eredm�eny hogyan m�odosul, amennyi-
ben a rendszert nem k•ul•on�all�o frekvenci�akkal gerjesztj•uk, hanem id}of•ugg}o,
line�arisan n•ovekv}o frekvenci�aj�u gerjeszt�essel. A folytonos 'p�aszt�az�as'
hat�as�ara term�eszetesen a maxim�alis kit�er�est nem pontosan a rezonan-
ciafrekvenci�an�al kapjuk, hanem ahhoz k�epest eltolva. Eredm�enyeinket
•osszehasonl��tjuk a cs�usz�o param�eter}u dinamikai rendszerek elm�elet�enek
eredm�enyeivel.

3.1. K��s�erleti •ossze�all��t�as

A k��s�erleteket az E•otv•os Lor�and Tudom�anyegyetem Fizikai Int�ezet�enek
K�arm�an K•ornyezeti �Araml�asok Laborat�orium�aban v�egezt•uk. A haszn�alt
hull�amk�ad fontos jellemz}oje, hogy sokkal hosszabb, mint b�armelyik m�asik
m�erete, teh�at a benne l�etrej•ov}o �araml�asokra igaz a sek�elyv��z k•ozel��t�es. Ezen
fel•ul az �araml�as j�o k•ozel��t�essel k�etdimenzi�os is, vagyis j�ol illeszkedik a 2.1
fejezetx ir�anyban terjed}o hull�ammegold�asainak t�argyal�as�ahoz.

A medence t•obb lev�alaszthat�o modulb�ol �all, ��gy a hossza szab�alyozhat�o.
A k��s�erletek sor�an egy L = 2:26 m hossz�u szakaszt k•ul•on��tett•unk el, a kon�-
gur�aci�o geometriai adatait a 6. �abra mutatja.

A r�etegzetts�eget, vagyis a folyad�ekr�etegek elt�er}o s}ur}us�eg�et konyhas�o ol-
dattal �erj•uk el. A hull�amk�ad als�o fel�et, 8 cm magass�agig felt•oltj•uk csapv��zzel,
amihez konyhas�ot kever•unk. Minden m�er�eshez 1 kg s�ot haszn�altunk fel,
ennek az oldata k•or•ulbel•ul 1025 kg/m3, ami k•ozel van az �oce�anok tipikus
s}ur}us�eg�ehez [16].

Bizonyos k��s�erletekn�el, az als�o r�eteg hull�amz�as�at s•ot�etk�ek �etelfest�ekkel
tessz•uk l�athat�ov�a. Ennek hozz�akever�ese nem v�altoztatja meg az oldat
s}ur}us�eg�et sz�amottev}oen, a r�eteghat�ar hull�amz�as�anak szoftveres k•ovet�es�et
azonban jelent}osen megk•onny��ti.
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6. �abra. A k��s�erletben haszn�alt hull�amk�ad geometriai jellemz}oi. Az �abr�an
felt•untetett m�eretek mm-ben �ertend}oek. Az akad�alyok hely�et a fels}o panelen
pirossal jel•olt•uk, ezek t�avols�aga d = 255 mm.

A kisebb s}ur}us�eg}u folyad�ekot, vagyis a csapvizet, az alaposan elkevert
s�ooldatra rendk��v•ul �ovatosan kell r�at•olteni, hogy a turbulens kever�es hat�as�at
a lehet}o legjobban kik•usz•ob•olj•uk. Ennek �erdek�eben, kis nyom�ason, egy szi-
vacson kereszt•ul lassan t•oltj•uk fel a k�ad fels}o r�esz�et, ��gy kapjuk az •osszesen
16 cm m�ely, �eles s}ur}us�egk•ul•onbs�eggel r�etegzett folyad�ekot. A hull�amk�ad
felt•olt�ese, a r�eteghat�ar meg}orz�es�enek �erdek�eben lass�u folyamat, k•or•ulbel•ul
egy �or�at vesz ig�enybe.

A s}ur}us�eg m�er�es�ere egy el}ore kalibr�alt m�er}om}uszert haszn�altunk, amely
a folyad�ek vezet}ok�epess�eg�et m�eri. A m}uszer le��r�asa szerint, egyszerre m�eri a
folyad�ek h}om�ers�eklet�et �es a vezet}ok�epess�eget, �es egy kalibr�alt vezet}ok�epess�eg
�ert�eket mutat. A s}ur}us�eg - vezet}ok�epess�eg karakterisztika negyedrend}u, en-
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nek seg��ts�eg�evel sz�amolhatjuk �at a m�ert vezet}ok�epess�eg pro�lokat s}ur}us�eg
pro�lokk�a. Az el}o�all��tott s}ur}us�egpro�lt minden esetben a k��s�erletek ut�an
m�ert•uk le, mert maga a s}ur}us�egm�er�es is jelent}osen elkeverheti a k�et r�eteget.

A hull�amz�ast a felsz��n gerjeszt�es�evel ind��tjuk be, ezt egy periodiku-
san mozg�o hungarocell has�ab, mint 'hull�amkelt}o berendez�essel' v�egezz•uk.
A hull�amkelt}o egy egyen�aram�u motorra van r�ak•otve, ennek a fesz•ults�ege
szab�alyozza a gerjeszt�es frekvenci�aj�at. A berendez�es sematikus rajza a 7.
�abr�an l�athat�o.

7. �abra. A hull�amkelt}o berendez�es sematikus rajza. A v��z felsz��n�en l�ev}o
hungarocell has�abot egyen�aram�u motor mozgatja f•ugg}olegesen, ezzel felsz��ni
hull�amokat keltve.

A barotr�op-baroklin transzfert, a fent t�argyalt m�odon aljzati akad�alyokkal
v�altjuk ki. Ezen akad�alyok v�ekony plexilapok, amelyek a hull�amk�ad teljes
vastags�ag�at �at�erik, �es �eppen olyan magasak mint az als�o r�eteghat�ar, azaz 8
cm.

A k��s�erleteket egyszerre k�et kamer�aval r•ogz��tj•uk. Az egyik kamera egyed•ul
a r�eteghat�ar hull�amz�as�at k•oveti, ennek sebess�ege 29 k�epkocka/m�asodperc.
A hull�amkelt}o berendez�est �es a felsz��n k•ozvetlen hull�amz�as�at r•ogz��ti
egy m�asodik kamera, amelynek azonban elegend}o kisebb sebess�eg, 6
k�epkocka/m�asodperc.

A m�er�esr}ol k�esz•ult felv�eteleket ezut�an k�epkock�ank�ent elemezz•uk, a m�er�esi
sorozatt�ol f•ugg}o m�odon. Amennyiben a r�etegzett folyad�ekhoz �etelfest�eket is
kevert•unk, a r�eteghat�ar helyzet�et r�eszecskek•ovet}o szoftverrel m�erj•uk. Al-
kalmazunk egy ett}ol elt�er}o m�odszert is, amikor k�ek �etelfest�ek haszn�alat�at
mell}ozz•uk. Ilyenkor a k�et folyad�ekr�eteg elt�er}o t•or�esmutat�oj�at haszn�aljuk ki.
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3.2. Background oriented schlieren m�odszer

Az �araml�o folyad�ek s}ur}us�eg-anom�ali�ainak detekt�al�as�ara haszn�alatos elj�ar�as
az �ugynevezett 'schlieren' fotogr�a�a [17]. A k��s�erletben az �araml�asi te-
ret kollim�alt f�enysugarakkal vil�ag��tjuk meg. A v�altoz�o s}ur}us�eg miatt a
visszaver}od}o f�eny di�rakci�ot szenved, m�eghozz�a a s}ur}us�egk•ul•onbs�egt}ol f•ugg}o
m�ert�ekben. A visszaver}od}o f�enysugarakat egy lencs�evel •osszegy}ujtve, a
di�rakt�alt nyal�abok f�okusz�al�asa nem t•ok�eletes, ez�ert l�atsz�odik a s}ur}us�eg
anom�ali�ak hat�asa. A f�okuszpontba egy �eles peng�et helyezve, amely a vissza-
vert sugarak fel�et kitakarja, majd a peng�en �atjut�o sugarakat erny}on megje-
len��tve, l�athat�ov�a v�alnak az �araml�asbeli s}ur}us�egk•ul•onbs�egek.

A 'schlieren' m�odszer rendk��v•ul hat�ekony, azonban a m�er�esi •ossze�all��t�as
nagyon k•or•ulm�enyes �es nem szolg�altat el�eg kvantitat��v inform�aci�ot. L�etezik
azonban egy egyszer}ubben megval�os��that�o elj�ar�as, amely hozz�a ha-
sonl�oan a s}ur}us�eg anom�ali�ak detekt�al�as�at teszi lehet}ov�e, a t•or�esmutat�o
v�altoz�as�anak k•ovet�es�evel. T�agabb �ertelemben besz�elhet•unk szintetikus sch-
lieren elj�ar�asokr�ol, amelyek ugyanazon optikai elveken alapulnak, mint a
klasszikus schlieren fotogr�a�a, de ez m�ar digit�alis k�epalkot�ason alapul.

Az �altalunk haszn�alt elj�ar�as az �ugynevezett ,,Background oriented sch-
lieren", (BOS) m�odszer. A legegyszer}ubb •ossze�all��t�asban, az �araml�asi t�er
m•og�e egy el}ore ismert mint�azatot helyez•unk, j�ol l�athat�o m�odon. Egyszer}uen
mondva, ennek a mint�azatnak a deform�aci�oj�ab�ol nyerhet•unk inform�aci�ot az
�araml�asbeli s}ur}us�eg gradiensekr}ol.

A szintetikus vagy 'Background oriented schlieren' el}onye, hogy a m�er�esi
•ossze�all��t�as l�enyegesen egyszer}ubb, �es k•olts�eghat�ekonyabb. A digit�alisan
r•ogz��tett f�enyk�ep, �es megfelel}o referenci�ak seg��ts�eg�evel kisz�amolhat�o a fo-
lyad�ek s}ur}us�eg�enek helyf•ugg�ese. A k�erd�es, hogy a hull�amk�ad m•og�e helyezett
mint�azat hogyan v�altozik, ha a r�ola indul�o f�enysugarak el}osz•or a r�etegzett
folyad�ekon haladnak kereszt•ul. Leny}ug•oz}o m�odon, a Fermat-elvb}ol, vagyis a

�
Z

n(x; y; z)ds = 0

vari�aci�os egyenletb}ol levezethet}o, hogy a h�att�er-k�ep egy ( x; z) pontj�anak
l�atsz�olagos elmozdul�as�ara (vagyis az a t�avols�ag, amelyb}ol a f�enysugarak in-
dulni l�atszanak) igaz, hogy

� x = D
1
n0

@n0

@x
;

� z = D
1
n0
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@z
;
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ahol D a geometri�ara jellemz}o faktor, n0 pedig egy referencia-t•or�esmutat�o.
Ismert tov�abb�a, hogy a s�os v��z eset�en, a t•or�esmutat�o �es a s}ur}us�eg kapcso-
lata j�o k•ozel��t�essel line�aris, teh�at a l�atsz�olagos elmozdul�as r•ogt•on a s}ur}us�eg
gradiens�evel ar�anyos.

A feladat praktikusan az, hogy a r�etegzett folyad�ekr�ol k�esz•ult felv�etelen
minden pontban megkeress•uk, hogy a referenciafelv�etelen (nem r�etegzett fo-
lyad�ekkal k�esz��tve) melyik pont felel meg neki. Ezzel a l�atsz�olagos elmoz-
dul�asmez}ot k�esz��tj•uk el, amib}ol pedig kisz�amolhat�o a s}ur}us�eg [18].

8. �abra. Background oriented schlieren •ossze�all��t�as. A k�et akad�aly je-
lenl�et�eben (a bal oldali nincs a k�epen) v�egzett k��s�erletr}ol k�esz•ult felv�etel.
A h�att�er mint�azat�an l�athat�o, hogy a r�eteghat�ar az akad�aly tetej�evel egy vo-
nalban h�uz�odik.

Az �altalunk v�egzett k��s�erletben megval�os��tott BOS •ossze�all��t�ast mutatja
a 8. �abra, a r�etegzett folyad�ek nyugalmi helyzet�eben. Kipr�ob�altunk t•obbf�ele
h�att�er-mint�azatot is (ezt a f�enyk�ep bal �es jobb oldala mutatja), melyek k•oz•ul
a legalkalmasabbnak a v��zszintes vonalak egyenletes mint�aja bizonyult.

Mivel a hat�arr�etegen terjed}o hull�amok vizsg�alat�an�al nem fontos a pontos
s}ur}us�egpro�l ismerete minden pillanatban, a background oriented schlieren
m�odszernek egy l�enyegesen egyszer}ubb �es kevesebb sz�am��t�asi ig�ennyel j�ar�o
v�altozat�at alkalmazzuk. A k��s�erlet h�atter�enek mint�aja v��zszintes vonalak,
amelyek �alland�o s}ur}us�eggel k•ovetik egym�ast. A digit�alis felv�eteleken ezut�an,
az akad�alyhoz k•ozel kiv�alasztunk egy pixeloszlopot, amelyben kisz�amoljuk
az intenzit�as helyf•ugg�es�et. Ezt mutatja a 9. �abra. Az intenzit�asnak a fekete
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v��zszintes vonalakon minimuma van, m��g a k•oz•ott•uk l�ev}o feh�er s�avban ma-
ximuma. A vonalak a pap��ron egyenletesen k•ovetik egym�ast, ez�ert az inten-
zit�aspro�l mindk�et r�etegben periodikus. A r�eteghat�aron azonban ez a perio-
dikuss�ag megt•orik, a vonalak m�ar nem egyenletesen k•ovetik egym�ast. Ennek
alapj�an tudjuk beazonos��tani a r�eteghat�ar hely�et, az anom�alia nagys�ag�ab�ol
(teh�at ennek a tartom�anynak a sz�eless�eg�eb}ol) pedig a r�eteghat�ar sz�eless�eg�ere
k•ovetkeztethet•unk.

9. �abra. Pillanatk�ep a gerjesztett hull�amz�asr�ol. A bal panelen a p�arhuzamos
vonalak mint�azat�at kinagy��tottuk �es a feh�er f•ugg}oleges vonallal jel•olt pixel-
oszlopban m�erhet}o intenzit�ast �abr�azoltuk a jobb panelen. Az intenzit�as-pro�l
periodicit�asa (az egym�ast szab�alyosan k•ovet}o vonalak mint�aja) megt•orik, ez
jelzi a r�eteghat�ar helyzet�et. Az algoritmus �altal detekt�alt r�eteghat�ar helyze-
tet �es sz�eless�eget piros vonalak jel•olik a bal �es jobb panelekben.

M�er�eseinkb}ol arra k•ovetkeztet•unk, hogy a BOS m�odszerb}ol a r�eteghat�ar
vastags�ag�ara megb��zhat�o �ert�eket kapunk, m��g a r�eteghat�ar poz��ci�oj�ara nem
felt�etlen•ul. Ez�ert, amikor annak t�enyleges elmozdul�asa a k�erd�es, az als�o
r�eteget �etelfest�ekkel tessz•uk l�athat�ov�a, �es a fest�ek elmozdul�as�at k•ovetj•uk
szoftveresen. Annak �erdek�eben, hogy a (m�as id}opontokban, n�emileg m�as
k•or•ulm�enyek k•oz•ott) m�ert id}osorokat •ossze tudjuk hasonl��tani egym�assal,
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azokat norm�altuk: nulla �atlag�ura �es egys�egnyi sz�or�as�ura transzform�altuk.
Ez�ert teh�at az �abr�akon felt•untetett amplit�ud�o �ert�ekek �altal�aban ebben az
egys�egben, vagyis az eredeti adatsor� sz�or�as�anak egys�eg�eben vannak.

4. A harmonikus gerjeszt�es rezonanci�aja

Els}ok�ent a rendszer harmonikus gerjeszt�esre adott v�alasz�at vizsg�aljuk. Itt,
�es a tov�abbi m�er�esekben az akad�alyok t�avols�ag�at d = 25:5 cm-nek r•ogz��tj•uk,
a 3.1 fejezetben t�argyalt m�er�esi elrendez�essel. A vizsg�alt frekvenciatar-
tom�anyban •osszesen 21 k��s�erletet v�egezt•unk, amelyek sor�an a r�eteghat�ar
kit�er�es�et, annak vastags�ag�at, a felsz��n kit�er�es�et �es a gerjeszt�esi amplit�ud�ot
m�ert•uk 2 percen kereszt•ul. A vizsg�alt gerjeszt�esi frekvenci�akn�al a 2 perc
hossz�u m�er�es alatt m�ar k�epesek kialakulni a keresett �all�ohull�amok, a tranzi-
ens �araml�asok id}osk�al�aja hozz�avet}olegesen 20-30 m�asodperc.

A digit�alis felv�eteleket ezut�an k�epkock�ank�ent elemezz•uk ki. Minden
k�epkock�an megkeress•uk a r�eteghat�ar hely�et �es vastags�ag�at, a 3.2 fejezet-
ben le��rt m�odszerrel, ��gy egy-egy id}osort kapunk a hat�arr�eteg poz��ci�oj�ara
�es a vastags�ag�ara. Az ��gy kapott nyers adatsorokb�ol lev�agva a kezdeti
tranziens �araml�asok nyom�at, egyetlen, a hull�amz�as amplit�ud�oj�ara jellemz}o
mennyis�eget kapunk. A gerjeszt�es �es a felsz��n poz��ci�oj�at a Tracker szoftver-
rel [19] hat�aroztuk meg. A gerjeszt�es id}of•ugg�es�enek k•ovet�ese az�ert fontos,
mert a gyakorlatban a gerjeszt�est egy fesz•ults�eggener�atorra k•ot•ott elektro-
mos motor biztos��tja. �Igy val�oj�aban az egyes k��s�erletekben csak a motorra
es}o fesz•ults�eget tudtuk kontroll�alni, a gerjeszt�es frekvenci�aj�at meg kellett
m�ern•unk.

Egy tipikus m�er�esb}ol kapott nyers id}osorokat mutat a 10. �abra. L�athat�o,
hogy a gerjeszt�es tiszt�an harmonikus, a felsz��n �es a r�eteghat�ar v�alaszai (als�o
panelek) azonban er}osen zajjal terheltek. Els}ok�ent tekints•uk a gerjeszt�es
id}osor�at. Fourier-transzform�aci�ot v�egezve, a maxim�alis amplit�ud�oj�u cs�ucs
frekvenci�aj�at tekintj•uk a gerjeszt�esi frekvenci�anak.

A 11. �abra a m�er�es t�enyleges kontrollparam�etere, a motor fesz•ults�eg�enek
f•uggv�eny�eben mutatja a m�ert gerjeszt�es frekvenci�aj�anak. A frekvenci�ak
bizonytalans�ag�at a Fourier-cs�ucs f�el�ert�eksz�eless�eg�evel becs•ult•uk, amelyet
f}ok�ent a mintav�etelez�esi frekvencia hat�aroz meg.

A rezonanciag•orbe kisz�am��t�as�ahoz a 21 f•uggetlen m�er�es sor�an a r�eteghat�ar
�es a v��zfelsz��n v�alasz�anak a 'nagys�ag�at' �abr�azoljuk a kisz�amolt gerjeszt�esi
frekvenci�ak mellett. Fontos k�erd�es, hogy milyen mennyis�eget t�ars��tunk az
egyes id}osorokhoz, amely a k�et r�eteg k•oz•ott kialakul�o �all�ohull�amokat j�ol jel-
lemzi. Ide�alis esetben, a r�eteghat�ar kit�er�es�enek id}of•ugg�ese 0 k•or•ul ingadoz-
na periodikusan, ez�ert itt az amplit�ud�o m�er}osz�am�anak az id}osor sz�or�as�at
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10. �abra. A harmonikusan gerjesztett m�er�esek id}osorai, ebben a p�eld�aban a
gerjeszt�es fesz•ults�ege 0.85 V. A bal fels}o panelen a gerjeszt�es id}of•ugg�ese, a
jobb oldalon ennek Fourier-spektruma l�athat�o, a legnagyobb cs�ucshoz tar-
toz�o f�el�ert�eksz�eless�eget piros vonal jel•oli. A bal als�o panel a r�eteghat�ar
vastags�ag�anak id}of•ugg�es�et mutatja, pixelben m�erve. A jobb als�o panelen
a felsz��n kit�er�es�enek id}of•ugg�ese l�athat�o.

tekintj•uk. A r�eteghat�ar sz�eless�egeinek pedig, mivel az, az �all�ohull�am ki-
alakul�asa ut�an �alland�o maradna, az id}osor �atlag�at tekintj•uk. A m�er�es bi-
zonytalans�ag�at is hasonl�oan becs•ulhetj•uk, ezt az adatsorok id}o�atlaga (20
m�asodperces ablakokban sz�amolva) k•or•uli sz�or�as�anak tekintj•uk.

A k��s�erletek sor�an d•ont}o fontoss�ag�u a r�etegzetts�eg el}o�all��t�asa, hiszen a
diszperzi�os rel�aci�okon is t•ukr•oz}odik, hogy a jelens�eg rendk��v•ul �erz�ekeny a
relat��v s}ur}us�egk•ul•onbs�egre. �Eppen ez�ert, egy adott k��s�erleti •ossze�all��t�assal
(�es r�etegzetts�eggel) a lehet}o legt•obb m�er�est �erdemes elv�egezni. M�egis, a
k��s�erletek hossza miatt elker•ulhetetlen, hogy a r�etegzetts�eget ism�etelten
el}o kelljen �all��tani. Annak �erdek�eben, hogy felm�erj•uk a m�er�es re-
produk�alhat�os�ag�at, a rezonanciag•orb�et k�et m�er�esi sorozatban vett•uk fel.
A k��s�erleti •ossze�all��t�asokban ugyanannyi s�ot haszn�altunk az als�o r�eteg
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11. �abra. Az egyedi k��s�erletek sor�an m�ert fesz•ults�eg-frekvencia karakteriszti-
ka. A frekvencia �ert�ekeket a k��s�erlet sor�an, a gerjeszt�esi amplit�ud�o id}osor�anak
Fourier-transzform�altja adja.

el}ok�esz��t�es�ehez, de m�eg ��gy is neh�ez feladat volt az azonos s}ur}us�egpro�l
el�er�ese. A 12. �abra als�o panelje mutatja a k�et m�er�esi sorozatban m�ert
s}ur}us�egpro�lokat, amelyet a 3. fejezetben t�argyalt m�odon kaptunk, a ve-
zet}ok�epess�egb}ol. A pro�lokat a 3. �abra jobb panelj�evel •osszevetve l�athat�o,
hogy v�arhat�oan a h�aromr�eteg k•ozel��t�es ��rja le a legjobban a keletkez}o bels}o
hull�amokat.

A 12. �abra fels}o panelj�en l�athat�o a m�ert rezonanciag•orbe, amelyen a
hat�arr�eteg vastags�ag�at �abr�azoltuk a gerjeszt�esi frekvencia f•uggv�eny�eben. A
reprodukci�os m�er�es alapj�an ez a v�altoz�o robusztusabbnak bizonyult, hiszen
a m�asodik m�er�esi sorozat adatpontjai m�er�esi hib�an bel•ul egybeesnek az els}o
m�er�esi sorozattal. A tov�abbiakban ez�ert ezen a v�altoz�on kereszt•ul fogjuk
vizsg�alni a rezonanciajelens�eget.

A m�ert adatokt�ol a k�etr�eteg elm�elet hossz�u hull�am�u hat�areset�enek barok-
lin m�odusa, (10) •osszef•ugg�esb}ol kapott frekvencia esik. A teljes diszperzi�os
rel�aci�ob�ol, (11)-b�ol valamennyivel jobb egyez�est kapunk, azonban a legjobban
m�egis a h�aromr�eteg elm�elet illeszkedik. Annak ellen�ere, hogy a h�aromr�eteg
diszperzi�os rel�aci�o felt�etelei (mozdulatlan felsz��n) szigor�uan v�eve nem �allnak
fent, a (12) •osszef•ugg�esb}ol sz�amolt els}o �es m�asodik �all�ohull�am m�odusok m�egis
m�er�esi hib�an bel•ul illeszkednek a m�er�esi eredm�enyekre.

4.1. A felsz��n hull�amai

Elrendez�es•unk, term�eszetesen nem csak a r�eteghat�aron terjed}o hull�amokat
engedi meg, sz�amos egy�eb hull�amjelens�eggel is sz�amolnunk kell. A legfon-
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12. �abra. Fels}o panel: A k•ozeghat�ar (2. r�eteg) vastags�ag�anak a gerjeszt�es
frekvenci�aj�at�ol val�o f•ugg�ese, a k�et f•uggetlen m�er�essorozatban, ezeket k�ek
�es narancss�arga sz��nek jel•olik. A f•ugg}oleges vonalak a k�et- �es h�aromr�eteg
elm�eletb}ol sz�amolt elm�eleti rezonanciafrekvenci�ak �es azoknak m�asodik fel-
harmonikusai. K�ek: k�etr�eteg elm�elet, v�egtelen hull�amsz�am�u hat�areset. Fe-
kete: k�etr�eteg elm�elet, teljes diszperzi�os rel�aci�o. Piros: h�aromr�eteg elm�elet.
Als�o panel: a k�et m�er�essorozatban m�ert s}ur}us�egpro�l.

tosabb ezek k•oz•ul a felsz��ni t�oleng�es (vagy idegen sz�ovalseiche), amely a
hull�amk�ad teljes hossz�ara kiterjed}o �all�ohull�am m�odusok megjelen�es�et jelen-
ti. A t�oleng�es jelens�eg�enek nincs k•oze a folyad�ek s}ur}us�eg-r�etegzetts�eg�ehez,
csup�an a hull�amk�ad geometri�aja befoly�asolja. Az els}o, legnagyobb amp-
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lit�ud�oj�u m�odushoz tartoz�o rezonanciafelt�etel, hogy a medenc�eben terjed}o
barotr�op hull�amok f�elhull�amhossza eg�esz sz�amszor f�erjen bele a k�ad teljes
hossz�aba, azaz a rezon�ans frekvenci�ara

f seiche =
p

gH
2L

;

•osszef•ugg�es alapj�an f seiche = 0:277 Hz ad�odik. A 13. �abr�an a felsz��n

13. �abra. A felsz��n gerjeszt�esre adott v�alasza. A m�ert�ekegys�eg a sztender-
diz�alt egys�egben �ertend}o. A k•ul•onb•oz}o sz��n}u adatpontok m�as-m�as m�er�esi
nap eredm�enyei. A z•old f•ugg}oleges vonal a t�oleng�es els}o m�odus�ahoz tartoz�o
rezonancia.

hull�amainak amplit�ud�oja l�athat�o, melyek a 12. �abra pontjaihoz tartoznak
a k�et m�er�esi sorozatban. A felsz��n kit�er�es�et a hull�amk�ad v�eg�en�el m�ert•uk,
hiszen a kialakul�o �all�ohull�amoknak a sz�elekn�el mindig duzzad�ohelye van,
��gy v�arhat�oan ott a legnagyobb az e�ektus. Annak �erdek�eben, hogy a
felsz��n hull�amainak amplit�ud�oj�at •osszehasonl��thassuk a r�eteghat�ar 'amp-
lit�ud�oj�at' jellemz}o mennyis�eggel (a r�eteghat�ar vastags�ag�aval), az adatso-
rokat norm�altuk. L�athat�o, hogy a t�oleng�es els}o m�odus�anak frekvenci�aja
k•orny�ek�en, f seiche = 0:277 Hz-n�el a r�eteghat�ar amplit�ud�oj�aval •osszem�erhet}o
v�alaszt l�atunk a felsz��nen is.

A k��s�erlet geometri�aj�anak, vagyis az akad�alyt�avols�ag �es a
r�etegvastags�agok megv�alaszt�as�anak eredm�enyek�ent 0:27 Hz k•orny�ek�en
tulajdonk�eppen egy kett}os cs�ucsot l�atunk. A r�eteghat�aron a k�et akad�aly
k•oz•ott kialakul�o �all�ohull�amok is rezon�alnak enn�el a frekvenci�an�al (ezeknek a
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m�asodik m�odusa) �es a felsz��nen kialakul�o t�oleng�es �all�ohull�amai is (ezeknek
pedig az els}o m�odusa). A cs�usztatott gerjeszt�es}u �araml�as vizsg�alata szem-
pontj�ab�ol ez kifejezetten el}ony•os helyzet, ��gy tov�abbi m�er�eseink sor�an erre a
cs�ucsra �es k•ornyezet�ere, vagyis 0:2 Hz < f < 0:4 Hz k•oz•otti frekvenci�akkal
fogunk t•or}odni.

5. Cs�usz�o param�eter}u dinamikai rendszerek

A 3. fejezetben bemutatott k��s�erleti eredm�enyek, amelyek a harmoniku-
san gerjesztett hidrodinamikai rendszer k�et aljzati akad�aly k•oz•ott kialakul�o
rezon�ans �all�ohull�amainak jellemz}oit mutatj�ak, j�ol �erthet}oek elm�eleti szem-
pontb�ol. L�attuk, hogy a kialakul�o �araml�ast a barotr�op-baroklin transzfer
v�altja ki, �es azt is, hogy a rezon�ans gerjeszt�esi frekvenci�at j�ol lehet ma-
gyar�azni a h�aromr�eteg k•ozel��t�essel, vagyis a k•oz�eps}o r�eteg bels}o hull�amaival.
Most, hogy a cs�usz�o frekvenci�aval gerjesztett esetet is magyar�azni tudjuk,
el}osz•or �altal�anosan a tetsz}oleges id}of•ugg�es}u dinamikai rendszerekr}ol esik sz�o.
Ezt k•ovet}oen t�argyaljuk a cs�usztatott rezonancia jelens�eg�et, majd a k��s�erleti
elrendez�es•unkkel v�egzett m�er�esek eredm�enyeit.

Az id}oben v�altoz�o param�eter}u rendszerek vizsg�alata neh�ez, viselked�es•uket
nemauton�om di�erenci�alegyenletek ��rj�ak le [20], amelyeknek az elm�elete m�eg
a mai napig akt��van kutatott ter•ulet. Az �altal�anos meg�allap��t�as az, hogy
a cs�usz�o param�eter}u rendszer dinamik�aja nem ismerhet}o mega megfelel}o,
r•ogz��tett param�eter}u auton�om rendszer ismeret�eben [21, 22]. Ezen rend-
szerek k•oz•ott kiemelten fontosak azok, amelyekben a gerjeszt�est jellemz}o
param�eter v�altozik folytonosan, valamilyen trendet k•ovetve. Manaps�ag,
a cs�usz�o param�eter}u rendszerek vizsg�alata sor�an nem hagyhatjuk eml��t�es
n�elk•ul a kl��mav�altoz�ast [8]. A F•old-rendszer •uvegh�azhat�as �altali gerjeszt�ese
folytonosan er}os•odik, az •uvegh�azg�azok koncentr�aci�oj�anak n•oveked�es�evel. A
folyamat vizsg�alat�ara sz�amos elm�eleti [23], numerikus [9] �es k��s�erleti [24]
munka sz•uletett.

K•ul•on•osen �erdekesek azok a probl�em�ak, amelyekben a folytonosan cs�usz�o
param�eter �atl�ep bizonyos kritikus �ert�ekeket, p�eld�aul amelyek a nemauton�om
rendszerbifurk�aci�oihoz tartoznak (vagyis amely param�eter �ert�ekekn�el a rend-
szer egyens�ulyi �allapotainak stabilit�asa megv�altozik [25]). Ezek a t��pus�u
vizsg�alatok kiterjednek az alkalmazott matematika, �zika �es a biol�ogiai
ter•uleteire is. Hogyha a param�etercs�usz�asnagyon lass�u, vagyis a rendszer
saj�at, bels}o id}osk�al�aj�an�al l�enyegesen lassabb [26], a k�erd�eses bifurk�aci�ok
�altal�aban k�es}obb k•ovetkeznek be [27, 28, 29]. Itt kiemelend}o a Hopf-
bifurk�aci�o [30] �es a rezonancia [31, 32] p�eld�aja, ehhez hasonl�o jelens�egekkel
tal�alkozunk az �araml�astani rendszerben.
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Mostan�aban egyre nagyobb �gyelmet kap az a szitu�aci�o, amikor a pa-
ram�etercs�usz�as �es a rendszer saj�at id}osk�al�aja nem v�alik sz�et, ebben az eset-
ben nem egyszer}uen k�es}o, dinamikus bifurk�aci�okat l�atunk [33, 34], hanem �uj
t��pus�u �atmenetek ( tippingek) is bek•ovetkezhetnek.

5.1. Cs�usztatott frekvenci�as rezonancia

Mivel ez a helyzet �all k•ozelebb a realisztikus param�etercs�usz�assal rendelkez}o
probl�em�akhoz, sz�amos alkalmaz�asok szempontj�ab�ol fontos vizsg�alat t�argy�at
k�epezi. T•obbek k•oz•ott, a m�ern•oki szempontb�ol is relev�ans rendszerek rezo-
nanci�aj�anak vizsg�alata d•ont}o fontoss�ag�u. Itt �altal�aban jelent}os disszip�aci�or�ol
is besz�el•unk, a relat��ve gyors param�etercs�usz�as mellett. Erre val�oban sz�amos
analitikus, numerikus [35, 36] �es k��s�erleti [37] p�elda �all rendelkez�esre. An-
nak ellen�ere, hogy a fent eml��tett p�eld�ak t•obbnyire rendk��v•ul bonyolult,
nemline�aris rendszerek voltak, �erdemes a cs�usztatott frekvenci�as rezonanci�at
el}osz•or line�aris rendszerekben t�argyalni.

Ez azzal az el}onnyel is j�ar, hogy line�aris (�am nemauton�om), k•oz•ons�eges
di�erenci�alegyenlet l�ev�en rendelkez�esre �all analitikus megold�as [38, 39]. Az
al�abbiakban ismertetj•uk az erre vonatkoz�o legl�enyegesebb eredm�enyeket. Az
analitikus •osszef•ugg�esek seg��ts�eg�evel egzakt k�epletet kapunk a rezonancia-
frekvencia elcs�usz�asa �es a probl�ema egy�eb param�eterei k•oz•ott, melyek k•oz•ul
a legfontosabb a frekvenciacs�usz�as sebess�ege.

Tekints•uk teh�at ([38] nyom�an) a k•ovetkez}o rendszert

•x + 2D _x + x = A0 cos' (t): (14)

Vegy•uk �eszre, hogy most nem az egyszer}u, harmonikus gerjeszt�es}u csillap��tott
oszcill�ator egyenlet�er}ol van sz�o, hiszen ' (t) j�atssza a cs�usz�o param�eter sze-
rep�et. Az egyszer}us�eg kedv�e�ert, az irodalomban elterjedt v�alaszt�as ' (t) =
�
2 t2 + ! 0t + � , amely egyline�arisan n•ovekv}o frekvenci�aj�u gerjeszt�est ��r le.

A line�arisan v�altoz�o frekvencia eset�eben (a stacion�arius esethez ha-
sonl�oan1) az oszcill�ator kit�er�es�enek id}of•ugg�ese az al�abbi alak�u.

x(t) = jQ(t)j cos[' (t) �  (t)]

Itt Q(t), ' (t) �es  (t) az amplit�ud�o �es a f�azisk�es�es id}of•ugg}o �altal�anos��t�asai.
A rezonancia szempontj�ab�ol az amplit�ud�o, vagyis az oszcill�aci�ok bur-

1A stacion�arius, �alland�o frekvenci�aval gerjesztett oszcill�ator v�alasza x(t) = A cos(!t � � )
lenne.
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14. �abra. A cs�usz�o frekvenci�aval meghajtott harmonikus oszcill�ator rezonan-
ciag•orb�eje. Az auton�om rendszer rezonanciafrekvenci�aja! = 1-n�el van, eh-
hez k�epest a cs�usz�o rendszerben� > 0 eset�en felfel�e (piros g•orb�ek), � < 0
eset�en pedig lefel�e (fekete g•orb�ek) tol�odik. D = 0:02, A0 = 1, � = 0.

kol�og•orb�eje, Q(t) a m�ervad�o, melynek alakja [38]

Q(t) � B1w(v(t)) ; ahol w(z) a hibaf•uggv�eny,

w(z) = e� z2

�
1 +

2i
p

�

Z z

0
ez02

dz0

�

Itt B1 a disszip�aci�ot�ol �es a param�etercs�usz�as � r�at�aj�at�ol f•ugg}o konstans, m��g
az id}of•ugg�est

v(t) = �
1 + i
2
p

�
(�t + ! 0 � iD �

p
1 � D 2)

hordozza. A fenti analitikus •osszef•ugg�esekb}ol pedig eg�eszen egyszer}uen kap-
juk a rezonancia felt�etel�et: a jQ(t)j burkol�og•orbe els}o maximum�aban lesz a
cs�usz�o frekvenci�as oszcill�ator rezonanci�aja, vagyis

d(QQ� )
dt

= 0 eset�en,

_' (t) � ! R :

A deriv�al�ast elv�egezve, megkapjuk a keresett •osszef•ugg�est,a rezonanciafrek-
vencia �es a cs�usz�as sebess�ege k•oz•ott.

! R = 1 + sgn( � )C(� ) (15)
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C(� ) transzcendens egyenlet megold�asak�ent jelentkezik, �esC(� ) �
p

� . Bi-
zonyos k•ozel��t�esekkel �elve megmutathat�o, hogy C(� ) =

p
3�= 2

p
� , ezt az

1. F•uggel�ekben k•oz•olj•uk. A (15) •osszef•ugg�esnek numerikus szimul�aci�ok
eredm�eny�evel val�o •osszehasonl��t�as�at mutatja a 15. �abra. L�atjuk, hogy lass�u
frekvenciacs�usz�as eset�en az elm�elettel val�o egyez�es kifejezetten j�o, nagyobb
� eset�en pedig kev�esb�e. Ennek oka az lehet, hogy amint� kell}oen nagy lesz,
a frekvenciacs�usz�as el�eg gyors, maga a rezonancia sem felt�etlen•ul jelentkezik
el�eg mark�ansan, neh�ez elk•ul•on��teni egyetlen rezonanciafrekvenci�at. Tov�abb�a,
sz�amos numerikus p�elda azt mutatja [38], hogy a disszip�aci�o nem befoly�asolja
l�athat�o m�ert�ekben a rezonanciacs�usz�as m�ert�ek�et.

15. �abra. A cs�usztatott rezonanciajelens�eg hely�enek ( _' R) a frekven-
ciacs�usztat�as sebess�eg�et}ol, � -t�ol val�o f•ugg�ese. A k�ek adatpontok numerikus
szimul�aci�ok eredm�eny�et mutatj�ak, a narancss�arga g•orbe pedig az analitikus
eredm�enyt, ! R = 1 +

p
3��= 2.

A fenti gondolatmenet term�eszetesen, szigor�uan v�eve csak a line�aris osz-
cill�atorra igaz. �Altal�anos esetben, p�eld�aul nemline�aris oszcill�atorokn�al m�ar
egy�altal�an nem v�arjuk el, hogy a (15) •osszef•ugg�es igaz maradjon. M�egis,
a line�aris eset kvalitat��v jellemz}oi v�arhat�oan �erv�enyben maradnak bonyo-
lultabb (�es eredend}oen nemline�aris) rezonanciajelens�egekre is, mint p�eld�aul
a rezonancia k�es�ese, (a 'delay e�ect'). Az oszcill�ator eset�eben tapasztalt
cs�usz�o rezonancia teljesebb vizsg�alata �erdek�eben �erdemes egy nemline�aris
oszcill�atorra is elv�egezni a sz�am��t�ast. Tekints•uk teh�at a k•ovetkez}o rendszert,
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amely egy rezgetett felf•uggeszt�es}u nemline�aris inga di�erenci�alegyenlete [25].

•x + 2D _x + sin( x) = A0 cos(x) cos(' (t)) (16)

A gerjeszt�esi tagban' (t) = �
2 t2 + ! 0t tov�abbra is. Mivel az egyenlet periodi-

kus az x v�altoz�oban (ami most az inga sz•ogkit�er�es�et jelenti), ez�ert amp-
lit�ud�onak a sebess�eg-koordin�at�at tekintett•uk. A 16. �abra mutatja ezen
egyenlet egyik tipikus trajekt�ori�aj�at, amint �athalad a rezon�ans gerjeszt�esi
frekvenci�an, _' = 0:8 k•or•ul (l�asd a 16. �abra bal als�o panelje, melyen a
nem cs�usz�o gerjeszt�es}u rendszer rezonanciag•orb�eje l�athat�o [40]). L�athat�o,
hogy a 0:8 < _' < 1 tartom�anyban az amplit�ud�o nagyobb mint egy�ebk�ent,
viszont itt nem besz�elhet•unk nagys�agrendi k•ul•onbs�egekr}ol, mint a line�aris
oszcill�ator eset�eben (l�asd 15. �abra). A nagyobb amplit�ud�oj�u oszcill�aci�ok
kezdet�et tekintve 'rezonanciafrekvenci�anak (! R)', felt�erk�epezhetj•uk annak a
param�etercs�usz�as sebess�eg�et}ol, � -t�ol val�o f•ugg�es�et is, a line�aris esethez ha-
sonl�oan. Az ! R(� ) •osszef•ugg�es l�athat�oan most is folytonos �es monoton ma-
rad, azonban m�ar l�enyegesen k•ul•onb•ozik a line�aris esetre jellemz}o analitikus
k�eplettel, mely szerint a rezonanciacs�usz�as m�ert�eke

p
� -val ar�anyos.

5.2. ,,Korai e�ektus"

A cs�usztatott frekvenci�as rezonanciajelens�eggel foglalkoz�o munk�ak egyike,
[31] meglep}o eredm�enyt k•oz•ol. A (14) egyenletben, line�aris frekvenciacs�usz�ast
felt�etelezve egy korai rezon�ans e�ektust mutatnak be, azaz a maxim�alis amp-
lit�ud�oj�u oszcill�aci�ok j�oval a nem cs�usz�u rendszer saj�atfrekvenci�aj�anak el�er�ese
el}ott jelentkeznek. Azon t�ul, hogy az eredm�eny egy�altal�an nem intuit��v, el-
lentmond (15) •osszef•ugg�esnek is [38]. Mint kider•ul, val�odi ellentmond�asr�ol
nincs sz�o, csup�an a frekvencia de�ni�al�as�anak m�odj�ab�ol ad�odik az elt�er�es.
M�egis, ez a p�elda r�amutat arra, hogy �altal�anos gerjeszt�es eset�en k•ul•on•os �-
gyelemmel kell elj�arni a pillanatnyi frekvencia de�ni�al�asakor .

Vegy•uk fel az oszcill�ator gerjeszt�es�et A0 cos(! (t)t) alakban. Ekkor, [31]
szerz}oi ! (t) = �t + ! 0 felt�etelez�essel �elve egyszer}uen! (t)-t tekintik pillanat-
nyi frekvenci�anak. Eredm�enyeik szerint, amennyiben� ! 0, a rezonancia-
jelens�eg t j = 1� ! 0

2� id}opontban jelentkezik, azaz! (t j ) = ! 0+1
2 frekvenci�an�al,

pont f�el�uton a saj�atfrekvencia �es a kezd}o frekvencia k•oz•ott.
Amennyiben viszont a gerjeszt�estA0 cos(' (t)) alak�unak vessz•uk fel, �es

a pillanatnyi frekvencia szok�asos,d'
dt de�n��ci�oj�at tekintj•uk, erre ! (t) helyett

2�t + ! 0 ad�odik. Ebbe behelyettes��tve a ,,kritikus" t j �ert�ek�et, a rezonan-
cia frekvenci�ara egyszer}uen _' = 1 �ert�eket kapjuk, ami �eppen a nem cs�usz�o
rendszerre jellemz}o rezonanciafrekvencia. Ez persze nem meglep}o, hiszen
� ! 0 hat�aresetben, a fent t�argyaltak szerint nem tapasztalunk rezonan-
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16. �abra. A nemline�aris, rezgetett inga rezonanciag•orb�eje. A fels}o panelen
az (16) egyenlet egy tipikus megold�as�anak az _x koordin�at�aja l�athat�o, a ger-
jeszt�esi frekvencia f•uggv�eny�eben. A bal als�o panel, a nem cs�usz�o frekvenci�as
rendszer rezonanciag•orb�ej�et mutatja. Jobb alul, cs�usz�o gerjeszt�es}u modell
rezonanciafrekvenci�aj�anak a r�at�at�ol, � -t�ol val�o f•ugg�ese l�athat�o (k�ek pon-
tok). A narancss�arga g•orbe a line�aris esetre vonatkoz�o analitikus eredm�eny.
D = 0:005, � = 10� 5, ! 0 = 0:6.

ciacs�usz�ast. A l�atsz�olagos korai e�ektust teh�at egyszer}uen a frekvenci�anak
' (t)=t -v�e t•ort�en}o ,,�atde�ni�al�asa" okozta.

6. A cs�usz�o frekvenci�as gerjeszt�es}u �araml�as

Most, hogy a 4. fejezetben ismertett•unk egy hidrodinamikai rendszerben
fell�ep}o rezonanciajelens�eget, majd a 5.1. fejezetben megvizsg�altuk a line�aris
oszcill�ator, cs�usz�o frekvenci�as gerjeszt�esre adott v�alasz�at, a k•ovetkez}o c�el
a cs�usztatott rezonancia kimutat�asa a vizsg�alt hidrodinamikai rendszerben
is. Ennek �erdek�eben ugyanazt a k��s�erleti elrendez�est tekintj•uk, mint a 3.1.
fejezetben �es ugyanazokkal a vizsg�alati m�odszerekkel is dolgozunk.
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